Kompleksna analiza

Pavle PandZi¢, 4. predavanje
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Prisjetimo se

Prosli smo put dokazali:

Teorem (Cauchyjeva integralna formula za krug). Neka je
f : Q — C derivabilna funkcija i K(z,r) C K(z0, R) C €.

Tada je
1 f(w)
flz)= — [ 1\ g K
(2) 27Ti/YW—Z w, Vze K(z,r),

gdje je v : [0,27] — C,y(t) = zo + re'.

Sada Zelimo dokazati da f ima derivaciju svakog reda, i da su te
derivacije dane slicnom formulom. Za to trebamo sljede¢u lemu o
deriviranju pod znakom integrala.
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Lema

Neka je Q otvoren skup u C. Neka je f : [a,b] x Q — C
neprekidna funkcija.

Pretpostavimo da je f diferencijabilna po z, te da je parcijalna
derivacija %(t,z) neprekidna.

Tada je funkcija

b
g:Q—C, g(z)—/ f(t,z)dt

diferencijabilna na Q i vrijedi

b of
/ f— _
g(2)= | y(t2)dt
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Dokaz

Prisjetimo se da iz Integrala funkcija viSe varijabli znamo analognu
tvrdnju za realne funkcije:

Neka je F : [a, b] x [c,d] — R neprekidna funkcija. Pretpostavimo
da za sve (t,x) € [a, b] x [c, d] postoji parcijalna derivacija
O%F(t,x), i da je (t,x) — G%F(t,x) neprekidna funkcija na

[a, b] % [c,d].

Tada je funkcija g : [c, d] — R zadana sa g(x) = fab F(t,x)dt
derivabilna i vrijedi g’(x) = fb L F(t,x)dt.

a

(Vidi Teorem 11.1 u skriptama Integrali funkcija vie varijabli,
dostupno na web stranici
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/difraf/int/pred/ )



Neka je sada z = x + iy = (x,y),
f(t,z) = f(t,x,y) = u(t,x,y) + iv(t,x,y); tada je

g(z) = /b f(t,z)dt = /b u(t, x,y)dt + i/b v(t,x,y)dt =
= U(x,y) +iV(x,y).
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Neka je sada z = x + iy = (x,y),
f(t,z) = f(t,x,y) = u(t,x,y) + iv(t,x,y); tada je

g(z) = /b f(t,z)dt = /b u(t, x,y)dt + i/b v(t,x,y)dt =
= U(x,y) +iV(x,y).

Po gornjoj tvrdnji za realne funkcije, U i V su derivabilne po x, y i
njihove parcijalne derivacije dobivaju se deriviranjem pod znakom
integrala.

Sada CR uvjeti za U, V slijede iz CR uvjeta za u, v, pa je g
holomorfna, i vrijedi formula za g'(z). O
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Teorem (generalizirana CIF za krug).

Neka je f : Q — C derivabilna funkcija i K(z,r) C K(z0,R) C Q.

Tada za sve n > 1 vrijedi

n n! f(w
F0)(z) = M/V(W_(Z))nﬂdw, Vz € K(z0,7),

gdje je |
v:[0,27] = C, ~(t) = z0 + re™.

Posebno, f ima derivaciju svakog reda.
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Dokaz

Prema CIF za krug,

f(z) = 1/ f(w) dw, Vw e K(z,r).

Odavde, prema prethodnoj lemi, slijedi

0 - ([ ) - [0
1t o f('v(t))v’(t)>dt:1 / f('? W(f)d
5 t

t
% a 0z 'Y(t) 2mi J, (’7 )_2)2

t



Dokaz

Prema CIF za krug,

f(z) = 1/ f(w) dw, Vw e K(z,r).

Odavde, prema prethodnoj lemi, slijedi

o - L9 ( [ ) = ([ 0010

1 f(v(t))Y'(¢) _ f(y(t)y/(t)
- 271'/382 (0 — )dt 27”/3 (00 —2)2
1 fw)

2mi 5 (w —2)2
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p L d ([ Fw) N1 d ([N
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Dokaz

Prema CIF za krug,

f(z) = 1/ f(w) dw, Vw e K(z,r).

Odavde, prema prethodnoj lemi, slijedi

, 1 d ([ f(w) 1 d ([P (1)

f'(z) = 27ridz<LW—de>:277idz</a y(t)—zdt>

L P (@)Y 1 P ) ()
27 /. az<w>-z>df—zm . -2

$to daje tvrdnju za n = 1.

Na isti nacin se induktivno dokaZe tvrdnja za sve n € N. O
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Korolar

Neka je f : Q — C neprekidna na €. Pretpostavimo da je f

derivabilna na Q osim u to¢kama wy, ..., w, € €.
Tada je f derivabilna i u totkama wa, ..., w,, dakle na cijelom
skupu €.

Dokaz. Promatrajmo prvo to¢ku wi. Neka je rn > 0 takav da je
K(wi,r) CQiws,...,w, ¢ K(wi,r) (takav r; > 0 postoji jer je
skup Q\ {wa, ..., wp} otvoren skup).

DokaZimo da je f derivabilna na K(ws, r1) - to je dovoljno da
zakljué¢imo da je f derivabilna u wy.



Kako je restrikcija funkcije f na K(wi, r1) neprekidna na K(wi, r1)
i derivabilna na K (w1, r1) \ {w1}, prema Korolaru Tehnitka
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F na K(wy, ).
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Kako je restrikcija funkcije f na K(wi, r1) neprekidna na K(wi, r1)
i derivabilna na K (w1, r1) \ {w1}, prema Korolaru Tehnitka
napomena s pro$log predavanja slijedi da f ima primitivnu funkciju
F na K(wy, ).

Iz F'(z) = f(z),Vz € K(w1, ) slijedi da je F derivabilna na
K(Wl, r1).

Prema generaliziranoj CIF za krug, F ima derivaciju svakog reda,
Sto znali da i f ima derivaciju svakog reda na K(wi, r1). Slijedi da
je f derivabilna u wy.

Sada postupak ponovimo za ostale toZke. O
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Primjer

Neka je f : Q — C derivabilna funkcija i zg € Q2.
Definiramo funkciju g : Q — C formulom

f(z)—f(z0) .
g(z) = { z—2 o % 7 20;

f'(z), z = Zzp.

Vec smo ustanovili, u dokazu CIF za krug, da je g neprekidna na
i derivabilna na Q\ {z}.

Sada iz prethodnog korolara zaklju¢ujemo da je g derivabilna i u
2y, dakle na cijelom €.
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Poseban sluéaj je sljedeca funkcija, dobivena biranjem zp =0 i
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Poseban sluéaj je sljedeca funkcija, dobivena biranjem zp =0 i
f(z) =sinz:

g(z) = { 02 z#0;

1, z=0.

Zaklju€ujemo da je g derivabilna na C.
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Liouvilleov teorem

Jedna od posljedica Cauchyjeve integralne formule je Liouvilleov
teorem.

Najprije definiramo pojam cijele funkcije: to je funkcija koja je
definirana i derivabilna na cijelom C.

Liouvilleov teorem Svaka cijela ograni€ena funkcija je konstantna.
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Dokaz

Neka je M > 0 takav da je |f(z)| < M za sve z € C. Zelimo
dokazati da je f'(z) = 0 za svaki z € C; tada slijedi da je f
konstanta. Fiksirajmo z = z; i dokaZimo f'(z) = 0.

Za svaki r > 0 je kruZnica
vr:[0,27] = C, 7. (t) = zo + re’

zajedno sa svojom unutrasnjo$¢u sadrzana u domeni funkcije f
(zato je bitno da je f definirana na cijelom C).
Prema Generaliziranoj CIF za krug,

f'(z0) = 1/ (f(W)dW.

27i w — 2p)?



Prema lemi o fundamentalnoj ocjeni integrala,

o) = | | ]




Prema lemi o fundamentalnoj ocjeni integrala,

)]

< > max{m :w € ([0, 27]) ()

|f'(20)] =




Prema lemi o fundamentalnoj ocjeni integrala,

, 1 f(w
() = %/(W(_)O)zdw'
1 f(w
< e max U e o (0,204



Prema lemi o fundamentalnoj ocjeni integrala,

() = % / (Wf(_”g)zdw'

< L max {|V'Vf( ), w € 7 ([0.27]) 1)
< % — - 2rm
M



Prema lemi o fundamentalnoj ocjeni integrala,

() = % / (Wf(_”g)zdw'

< e max U e o (0,204
< % — - 2rm
_ M

Vidimo da vrijedi |f'(z0)| < M za svaki r > 0. S obzirom da je
lim,— 00 M = 0 slijedi da je f'(z) = 0.

O



Prema lemi o fundamentalnoj ocjeni integrala,

)l = 1/"(W)
’f(ZO)‘ = o - (W—Zo)zdw
1 f(w
< o max{|v‘|/(_z)0’2 w € ([0, 27]) He(r)
1 M
< g-ﬁ-%ﬁ
_ M
o

Vidimo da vrijedi |f'(z0)| < M za svaki r > 0. S obzirom da je
lim,— 00 M = 0 slijedi da je f'(z) = 0. O

Osim funkcija definiranih na krugu, bit ¢e nam bitne i funkcije
definirane na kruznom vijencu. Zato dokazujemo:



Teorem (Cauchyjeva integralna formula za kruZni vijenac)

Neka je V = V(zp;r,R) ={z € C: r <|z— z| < R} kruZni
vijenac sa srediStem u zg radijusa r i R, te f derivabilna funkcija na
V. Tada vrijedi



Teorem (Cauchyjeva integralna formula za kruZni vijenac)

Neka je V = V(zp;r,R) ={z € C: r <|z— z| < R} kruZni
vijenac sa srediStem u zg radijusa r i R, te f derivabilna funkcija na
V. Tada vrijedi

f(z):l_/ f(W)dW—l_/ W) g,
27 W=z 27 ww-—z

gdje su 1 i 2 kruZnice sa sredistem u zg radijusa p1 i p2, redom,
tako da je r < p1 < |z —z| < p2 < R.




Dokaz
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W)y

f'(z), w = z.



Dokaz

Neka je z € V proizvoljno odabran. Definiramo funkciju

W)y

Vv = w—z 7
g — C, g(W) { f,(Z), W= 7.

Sli¢no kao u dokazu CIF za krug zaklju&imo da je g derivabilna na

V.



Dokaz

Neka je z € V proizvoljno odabran. Definiramo funkciju

W) s,
V->C = w=z '
g:V=C glw) { flz),  w=z

Sli¢no kao u dokazu CIF za krug zaklju&imo da je g derivabilna na

V.

Uvodimo nove krivulje koje se mogu smjestiti u zvjezdaste
podskupove od V/, pa se za integrale po tim krivuljama moze
primijeniti Cauchyjev teorem za zvjezdast skup.



Tako se fw g— f’Yl g izrazava kao suma integrala po zatvorenim i
po dijelovima glatkim krivuljama (jedna od njih je izdvojena na
slici desno).

‘@@ e



Kako je g derivabilna funkcija na V/, a svaka od manjih krivulja se
moZe smjestiti u zvjezdast podskup od V/, svaki od integrala po
tim krivuljama jednak je nuli. Stoga je
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Kako je g derivabilna funkcija na V/, a svaka od manjih krivulja se
moZe smjestiti u zvjezdast podskup od V/, svaki od integrala po
tim krivuljama jednak je nuli. Stoga je

/f(W)_f(Z)dW:/ fw) —fz) g,

w—2Zz wW— z

odnosno

/72mdw_f(z)/wwmz:/nmdw—f(z)/% Wdivz'




Kako je g derivabilna funkcija na V/, a svaka od manjih krivulja se
moZe smjestiti u zvjezdast podskup od V/, svaki od integrala po
tim krivuljama jednak je nuli. Stoga je

JRCEC oy OO

w—2z w—Zz

odnosno
/f(W)dW_f(z)/ dW:/ f(W)dW_f(z)/ dw
pW—2Zz pW—2Zz nWw-—2 nw-—2

Drugi integral s lijeve strane jednak je f(z) - 2mi (Lema s pro$log
predavanja), a drugi integral na desnoj strani je jednak nuli po
Cauchyjevom teoremu za zvjezdasti skup.




Kako je g derivabilna funkcija na V/, a svaka od manjih krivulja se
moZe smjestiti u zvjezdast podskup od V/, svaki od integrala po
tim krivuljama jednak je nuli. Stoga je

JRCEC oy OO

w—2z w—Zz

odnosno
/f(W)dW_f(z)/ dW:/ f(W)dW_f(z)/ dw
pW—2Zz pW—2Zz nWw-—2 nw-—2

Drugi integral s lijeve strane jednak je f(z) - 2mi (Lema s pro$log
predavanja), a drugi integral na desnoj strani je jednak nuli po
Cauchyjevom teoremu za zvjezdasti skup.

Slijedi
/ W) g~ orif(z) = / ) g,

w—2z ~/1W_Z

odakle tvrdnja odmabh slijedi izraZavanjem f(z).
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na isje¢ke kao gore, koji su sadrzani u zvjezdastim podskupovima
od V.

Za to je dovoljno dokazati da je za dovoljno mali kut « isjeak
kruznog vijenca V sa sredi$njim kutem « zvjezdast skup.
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Neka je T sjeci$te tangenti na manju kruZnicu u vrhovima isjecka
(vidi sliku).

Isje¢ak Ce biti zvjezdast ako je to¢ka T unutar isje¢ka, odnosno
ako je udaljenost x od T do sredista kruZnog vijenca manja od R.
(Tada upravo T moZemo uzeti za centar zvjezdastog skupa.)
Kako je
’
X=—7,
cos 5

x < R je ekvivalentno sa cos% > ﬁ, odnosno s

r
a < 2arccos —.
R



Neka je T sjeci$te tangenti na manju kruZnicu u vrhovima isjecka
(vidi sliku).

Isje¢ak Ce biti zvjezdast ako je to¢ka T unutar isje¢ka, odnosno
ako je udaljenost x od T do sredista kruZnog vijenca manja od R.
(Tada upravo T moZemo uzeti za centar zvjezdastog skupa.)

Kako je
r
X = ———
o’
COS§

x < R je ekvivalentno sa cos% > ﬁ, odnosno s
r
a < 2arccos —.
R

To je ispunjeno za dovoljno mali kut «. O
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Op¢i Cauchyjev teorem

Ovaj dio teorije izlaZemo samo informativno; rezultati ove totke
nee se koristiti u ostatku predavanja.

Vidjeli smo da Cauchyjev teorem vrijedi za zvjezdast skup €2, ali ne
vrijedi za svako podrugje ; npr. ne vrijedi za Q = C\ {0}.
Postavlja se pitanje da li vrijedi za opcenitije skupove od
zvjezdastih.

Vidjet ¢éemo da Cauchyjev teorem vrijedi za jednostavno povezana
ili 1-povezana podrudja, koja su intuitivno govoreéi podrudja " bez
rupa”.
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Primijetimo takoder da smo za funkciju 1/z na C\ {0} vidjeli da
njezin integral po jedini¢noj kruZznici oko ishodista nije 0.

Medutim ista funkcija ima integral nula po mnogim drugim
krivuljama u C \ {0} - na primjer, po svakoj kruznici koja ne sadrzi
ishodiSte u svojoj unutrasnjosti.

Intuitivno, te se druge kruZnice mogu " neprekidno stisnuti u

to¢ku” unutar C \ {0}, dok se to ne moZe napraviti za jedini¢nu
kruZnicu oko ishodista.
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Homotopija

Da bismo to¢nije definirali " neprekidno stiskanje”, uvodimo pojam
homotopije.

Neka su «, 3 : [a, b] — Q dva puta u 2, oba od z; do z, tj.

a(a) = B(a) = 21, a(b) = B(b) = 2.

KaZemo da su « i 8 homotopni ako postoji neprekidna funkcija
H : [a, b] x [0,1] — €,

takva da je

H(s,0) = a(s), H(s,1) = B(s), Vs € [a,b];
H(a, t) = zi, H(b,t) = z, Vte]0,1].
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Funkciju H mozemo zami$ljati kao familiju krivulja s — H(s, t)
indeksiranu parametrom t, ili kao " putujucu krivulju”od z; do z,
koja je u trenutku t jednaka krivulji s — H(s, t) i koja se
neprekidno kre¢e od o (za t =0) do 3 (za t = 1).

Nas posebno zanima slu¢aj kad su « i 3 zatvoreni putevi odnosno
petlje, tj. poletak i kraj im je isti kompleksni broj zg € Q.

KaZemo da je petlja « : [a, b] — Q nul-homotopna u Q, ako je
homotopna konstantnom putu

v(s) = zo, s € [a, b].

Kazemo da je podrudje 2 1-povezano ako je svaka petlja u Q2
nul-homotopna u Q.
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Op¢i Cauchyjev teorem

Neka je Q podrugje i neka je f : 2 — C holomorfna funkcija.
Tada:

1. Za svaku po dijelovima glatku petlju v u Q koja je
nul-homotopna u Q, [ f =0.

2. Ako je Q 1-povezano podrudje, onda je fv f = 0 za svaku po
dijelovima glatku petlju u Q.
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Indeks PDG petlje

Indeks po dijelovima glatke petlje v u odnosu na to¢ku z koja nije
u slici od =y definira se kao

1 1
v(v,z) = / dw.
g

2ri Jow — 2z
Indeks (7, z) je uvijek cijeli broj. Intuitivno, to je broj obilazaka ~
oko z u smjeru suprotno od kazaljke na satu.

Na primjer, ako je v pozitivno orijentirana kruznica, onda znamo
da je v(v,z) =1 za z unutar v, i da je v(v,z) = 0 za z izvan .
Lako je vidjeti da je funkcija z — (7, z) neprekidna; ona je Stovise
lokalno konstantna.
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Neka je Q C C otvoren i neka je f : Q — C holomorfna funkcija.

Neka je v po dijelovima glatka nul-homotopna petlja u Q i neka je
z kompleksan broj koji nije u slici od ~.

Tada je
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Y
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Opca Cauchyjeva integralna formula

Neka je Q C C otvoren i neka je f : Q — C holomorfna funkcija.

Neka je v po dijelovima glatka nul-homotopna petlja u Q i neka je
z kompleksan broj koji nije u slici od ~.

Tada je

w—Zz

v(v, 2)f(2) = 217”/ W) .
Y

Zadatak. Dokazite opéu Cauchyjevu integralnu formulu koristedi
op¢i Cauchyjev teorem.



